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Аннотация
Рассмотрен метод исследования грубости динамических систем, основанный на понятии грубости по Андронову–
Понтрягину (метод топологической грубости). Сформулировано понятие грубости по Андронову–Понтрягину. 
Определены условия достижимости требуемой грубости динамической системы. Приведены определения 
понятий максимальной грубости и минимальной негрубости динамических систем. Сформулированы теоремы 
о необходимых и достаточных условиях достижимости максимальной грубости и минимальной негрубости, воз-
никновения бифуркаций топологических структур динамических систем. Приведено утверждение, что множества 
грубых и негрубых систем составляют непрерывные по показателю грубости множества. В качестве показателя 
грубости использовано число обусловленности матрицы приведения к диагональному (квазидиагональному) 
виду матрицы Якоби в особых точках фазового пространства системы. Метод позволяет управлять грубостью 
систем управления на основе теоремы, сформулированной с использованием матричного уравнения Сильвестра. 
Изложены основные понятия о синергетике и синергетических системах. Метод может быть использован для 
исследований грубости и бифуркаций динамических систем, а также синергетических систем и хаоса различной 
физической природы. Метод апробирован на примерах многих синергетических систем: аттракторы Лоренца 
и Рёсслера, систем Белоусова–Жаботинского, Чуа, «хищник-жертва», Хенона, бифуркации Хопфа и других. 
Представлены основные положения метода топологической грубости. Возможности метода проиллюстрированы 
на примерах синергетических систем Белоусова–Жаботинского и Чуа.
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Abstract
The paper presents a method of dynamic system roughness research, based on Andronov-Pontryagin concept of 
roughness (method of topological roughness). Andronov-Pontryagin concept of roughness has been formulated. 
Reachability conditions of dynamic system required roughness are defined. Concept definition for maximum roughness 
and minimum non-roughness of dynamic systems is given. Theorems on necessary and sufficient conditions of 
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reachability of maximum roughness and minimum non-roughness and occurrence of bifurcations of dynamic system 
topological structures are formulated. It is claimed that the sets of rough and non-rough systems are continuous in terms 
of the set roughness. The condition number of the matrix of bringing to the diagonal (quasi-diagonal) view of the Jacobi 
matrix at special points of the system phase space is used as an indicator of roughness. The method gives the possibility 
to control the roughness of control systems based on a theorem formulated using Sylvester’s matrix equation. The basic 
concepts on synergetics and synergetic systems are presented. The method can be used for studies of roughness and 
bifurcations of dynamic systems, as well as synergetic systems and chaos of various physical nature. The method is 
tested on the examples of many synergetic systems: Lorenz and Rössler, Belousov-Zhabotinsky, Chua, “predator-prey”, 
Henon, and Hopf bifurcation. The main provisions of the topological roughness method are given. The possibilities of 
the method are illustrated by examples of Belousov-Zhabotinsky and Chua synergetic systems.
Keywords
dynamic system, topological roughness, synergetic system, Andronov-Pontryagin roughness, bifurcation, maximum 
roughness and minimum non-roughness of systems, hyperbolic and non-hyperbolic special points

Введение

Проблемам исследования грубости динамических 
систем, оценки робастности и синтеза грубых (робаст-
ных) систем управления уделяется большое внимание 
в современной теории динамических систем и теории 
управления [1–4]. 

В теории динамических систем существуют два 
различных подхода к проблеме грубости: 
1) на основе понятия грубости по Пейксото или иначе 

«структурной устойчивости»; 
2) на основе понятия грубости по Андронову–Понт-

рягину, когда в отличие от предыдущего требуется 
ε-близость исходной и возмущенного гомеоморфиз-
мов [1, 2, 5]. 
В работе [6] на базе понятия грубости по Андро-

нову–Понтрягину были заложены основы «метода 
топологической грубости», который позволяет иссле-
довать грубость (робастность) и бифуркации динами-
ческих систем различной природы, в частности си-
нергетических систем, а также синтезировать грубые 
(робастные) системы управления [7]. 

В данной работе представлены основные положения 
«метода топологической грубости», разработанного 
автором, а также приложения этого метода к синерге-
тическим системам Белоусова–Жаботинского и Чуа [8].

Основы метода

В классической постановке вопросы грубости и 
бифуркаций систем были поставлены еще в начале ста-
новления топологии как нового научного направления 
математики великим французским ученым А. Пуанкаре 
[9]. Термин «бифуркация» впервые введен А. Пуанкаре 
и означает дословно «раздвоение» или другими сло-
вами, от решений уравнений динамических систем 
ответвляются новые решения. Грубость динамических 
систем при этом определяется как свойство систем 
сохранять качественную картину разбиения фазового 
пространства на траектории при малом возмущении 
топологий, при рассмотрении близких по виду урав-
нений систем. 

В современной терминологии бифуркация употре-
бляется как название любого скачкообразного изме-
нения, происходящего при плавном изменении пара-
метров в любой системе. Таким образом, бифуркация 
означает переход между пространствами грубых си-
стем. 

Переход между грубыми системами осуществляется 
через негрубые области (пространства). Многие осно-
вополагающие результаты в теории грубости и бифур-
кации получены А.А. Андроновым и его школой [1, 2]. 

В работе [1] впервые дано понятие грубости, ко-
торое впоследствии названо понятием грубости по 
Андронову–Понтрягину [2], и сформулированы каче-
ственные критерии грубости.

В многомерной постановке рассматривается дина-
мическая система n-го порядка

 ż(t) = F(z(t)), (1)

где z(t) ∈ Rn — вектор фазовых координат; F — n-мер-
ная дифференцируемая вектор-функция.

Система (1) называется топологически грубой по 
Андронову–Понтрягину в некоторой области G, если 
исходная система и возмущенная система, определен-
ная в подобласти G, области G:

   = F(z) + f(z), (2) 

являются ε-тождественными в топологическом смысле.
Системы (1) и (2) ε-тождественны, если существуют 

открытые области D, D в n-мерном фазовом простран-
стве при D ⊂ D ⊂ G ⊂ G:

 ∃ ε, δ > 0:

если ǁf(z)ǁ < δ, |dfi(z)/dzj| < δ, i, j = 1, n то |ǁzǁ – ǁzǁ|| < ε, 
или  

 (D, (2)) ≡
ε
 (D, (1)), (3)

иначе, разбиение областей D и D траекториями систем 
(2) и (1) ε-тождественны (имеют одинаковые тополо-
гические структуры с траекториями близкими до ε). 

Если (3) не выполняется, то система (1) негруба по 
Андронову–Понтрягину. 

Топологическая структура динамических систем 
определяется особыми траекториями и многообрази-
ями типов:
— особых точек (положений равновесия);
— особых линий (сепаратрис);
— замкнутых (периодических) траекторий;
— притягивающих многообразий (аттракторов).

В работе [6] на основе понятия грубости по 
Андронову–Понтрягину предложены основы метода 
топологической грубости на базе меры грубости в виде 
числа обусловленности С{М} — матрицы М — норми-
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рованной матрицы приведения системы к каноническо-
му диагональному (квазидиагональному) виду в особых 
точках фазового пространства. Здесь впервые введено 
понятие максимальной грубости и минимальной негру-
бости на отношениях пары δ и ε.

Определение 1. Грубая в области G система (1) 
называется максимально грубой на множестве топо-
логически тождественных друг другу систем N, если 
величина δ-близости систем (1) и (2), приводящая к 
ε-тождественности, будет (для каждого ε > 0) макси-
мальна. 

Определение 2. Негрубая в области G система (1) 
называется минимально негрубой на множестве топо-
логически тождественных друг другу систем N, если 
величина ε-тождественности систем (1) и (2), при ко-
торой еще выполняется условие грубости, будет (для 
каждого δ > 0) минимальна.

Условие достижимости максимальной грубости и 
минимальной негрубости в окрестности особых точек 
фазового пространства определяется следующей тео-
ремой, доказанной в [6].

Теорема 1. Для того чтобы динамическая система в 
окрестности гиперболической особой точки (z0) была 
максимально грубой, а в окрестности негиперболиче-
ской — минимально негрубой, необходимо и доста-
точно иметь:
 M* = argmin C{M},

где М — матрица приведения матрицы линейной части 
А системы (1), в особой точке (z0) к диагональному 
(квазидиагональному) базису; C{M} — число обуслов-
ленности матрицы М.

Замечание 1. Как следует из определений 1 и 2, 
а также теоремы 1, существуют и минимально гру-
бые и максимально негрубые системы, для которых 
C{M} = ∞. Иначе, множество грубых и негрубых си-
стем образуют непрерывные множества. При этом 
системами с C{M} = ∞ будут системы с жордановой 
квазидиагональной формой матриц линейного при-
ближения А.

Очевидно, число обусловленности C{M} как меру 
грубости можно использовать для кусочно-гладких ди-
намических систем, рассматривая совокупную грубость 
по областям гладкости системы, если особые точки не 
находятся на границе этих областей.

Следует отметить, что для негладких систем, ис-
пользуя какую-либо обобщенную производную из не-
гладкого анализа при определении матрицы линейной 
части, можно обобщить эту меру грубости.

Теоретические результаты метода топологической 
грубости, полученные в [6–8], позволяют управлять 
грубостью синергетических систем, соответствующая 
теорема доказана в [6]. 

Рассматривается система

 ż = Q(z, u), (4)

где z ∈ Rn, u ∈ Rr — соответственно вектора фазовых 
координат и управлений системы, Q(.) — n-мерная не-
линейная дифференцируемая вектор-функция.

Возможности управления грубостью определяются 
условиями следующей теоремы.

Теорема 2. Для того чтобы в управляемой динами-
ческой системе (4), описываемой в n-мерном фазовом 
пространстве с помощью матриц линейного прибли-
жения A, B для фазовых координат и управлений соот-
ветственно, существовало управление u(t), обеспечи-
вающее в окрестности соответствующей особой точки 
замкнутой системы максимальную грубость или мини-
мальную негрубость, необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялись условия невырожденной разрешимости 
матричного уравнения Сильвестра. 

Управление u = u(t) ∈ U ищется в классе систем с 
обратной связью u = –Kx такое, что матрица замкнутой 
системы F = A – BK, вблизи особых траекторий, в част-
ности особых точек, удовлетворяет условиям

 G(F) = G(Г), МГ – АМ = – ВН, K = НМ–1,

где Γ ∈ Rnxn — диагональная (квазидиогональная) ма-
трица состояния канонической модели; H ∈ Rmxn — 
матрица, задаваемая произвольно с ограничением на 
наблюдаемость пары (Г, Н); A ∈ Rnxn, B ∈ Rnxm — ма-
трицы координат и управления.

Вблизи особой точки:

 F(z) = 0, z = Az + Bu,

управление u = u(t) ∈ U синтезируется так, чтобы до-
стичь требуемого значения показателя С{М}, используя 
какие-либо методы нелинейного программирования 
[10]. 

Метод топологической грубости также позволяет 
определять бифуркации динамических систем на осно-
ве критериев, разработанных в [6–8]. Более того, метод 
представляет возможности прогнозирования бифур-
каций, а также управления параметрами бифуркаций. 
В докторской диссертации автора доказана следующая 
теорема [11, С. 48–50].

Теорема 3. Для того чтобы в области G многомер-
ной (n > 2) динамической системы при значении пара-
метра q = q*, q ∈ Rp возникла какая-нибудь бифуркация 
топологической структуры, необходимо и достаточно, 
чтобы:
1) либо в рассматриваемой области G динамической 

системы существуют негиперболические (негрубые) 
особые точки, или орбитально-неустойчивые пре-
дельные циклы, для которых имеет место равенство 

 C{M(q*)} = min ∑
p

i=1
Ci{M(q)}, (5)

где р — количество особых точек или предельные ци-
клы в области G;
2) либо в области G динамической системы имеются 

какие-либо грубые особые точки или предельные 
циклы, для которых выполняется условие

 C{M(q)} = ∞. (6)

Замечание 2. Тип бифуркации зависит, во-первых, 
от того, какое из условий (5) или (6) выполняется, 
во-вторых, от того, какая особая траектория — осо-
бых точек или предельных циклов — удовлетворяет 
этим условиям. Так, например, хаотические колебания 
(«странные аттракторы»), возникающие из-за потери 
симметрии, происходят, когда условию (5) удовлетво-
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ряют особые точки, а хаотические колебания, возника-
ющие через последовательности бифуркаций удвоения 
периода, происходят в том случае, когда условию (5) 
отвечают предельные циклы. 

Синергетика. 
Приложения метода к синергетическим системам

В современной науке возрастает интерес к объе-
диняющим направлениям, рассматривающим явления 
природы и общества, живой и неживой природы с еди-
ных точек зрения в зависимости от проявляемых ими 
свойств и характеристик. К одному из таких направ-
лений науки относится синергетика, которая занима-
ется самоорганизующимися процессами, явлениями и 
системами [12–15].

Синергетика в настоящее время вторгается во все 
области науки, начиная с естественных наук — физики, 
химии, биологии, геологии, геофизики и кончая неточ-
ными областями наук, такими как экономика, социоло-
гия, психология, философия, распознавание образов, 
а также в области техники и технологий [7, 8, 12–20]. 

При исследовании и управлении синергетически-
ми системами важнейшее значение имеют вопросы 
грубости и бифуркаций. Одним из методов в изучении 
свойств грубости и бифуркаций синергетических си-
стем, а также управления этими свойствами служит 
«метод топологической грубости», основы которого 
изложены выше.

Возможности метода проиллюстрированы на двух 
примерах широко известных синергетических си-
стем — Белоусова–Жаботинского и Чуа. 

Система Белоусова–Жаботинского [15]. Эта си-
стема описывается уравнениями 

 ẋ = k1ay + k2ax – k3xy – 2k4x2,
 ẏ = –k1ay – k3xy + 1/2fk5bz,  (7)
 ż = 2k2ax – k5bz,

где x, y, z — химические вещества HBrO2, Br–, Ce4+ 
соответственно; ẋ, ẏ, ż — скорости изменений этих 
веществ; a — вещества BrO3

–, b — органические ве-
щества, которые окисляются; k1, k2, k3, k4, k5 — коэф-
фициенты реакций; f — безразмерный параметр реак-
ций; значения коэффициентов следующие: k1 = 1,28; 
k2 = 8,0; k3 = 8,0·105; k4 = 2,0·103; k5 = 1,0 (в единицах 
моль–1лс–1); концентрации веществ — a = 0,06 М; 
b = 0,020 М;  интервал  изменений  параметра  f: 
0,5 < f < 2,4.

Система Белоусова–Жаботинского — это хими-
ческая реакция, где возникают колебания концентра-
ции веществ, и представляет собой каталитическое 
окисление малоновой кислоты CH2(COOH)2. Реакция 
происходит в водном растворе при простом смещении 
следующих реагентов:

 [H+] = 2,0 моль; [CH2(COOH)2] = 0,28 моль;
 [BrO3

–] = 6,3·10–2 моль; [Ce4+] = 2,0·10–3 моль.

Реакция наблюдается по изменению окраски рас-
твора, вызванного изменениями концентрации Ce4+ от 
бесцветной до желтой.

В системе (7) в зависимости от f существуют две 
или три особые точки (ОТ), одна из которых — начало 
координат. Особые точки ОТi (x0, y0, z0), в которых 
правые части уравнений (7) равны нулю, определяются 
соотношениями: 

x0 = [6∙10–5(1 – f) – 0,48∙10–7] ± {[6∙10–5(1 + f) – – 
0,48∙10–7]2 – 0,1152∙10–10(1 + f)}1/2,

y0 = 0,48fx0/(0,078 + 8∙105x0),

z0 = 0,48x0.

Результаты исследований системы (7) с использо-
ванием показателя грубости C{M} показаны на рис. 1.

В реакции Белоусова–Жаботинского обнаружены 
разнообразные колебания, включая хаотические [15]. 
Последние происходят при 0,9208 < f < 1,0808, бифур-
кации при f = 0,9208, f = 1,0808. При этом максимальная 
грубость колебаний наблюдается при f ≈2,0.

Система (цепь) Чуа [19, 21]. Как известно, система 
Чуа представляет собой электронную цепь с одним не-
линейным элементом, которая способна генерировать 
разнообразные, в частности хаотические колебания. 

 Система Чуа описывается уравнениями:

 ẋ = p(y – f(x)), ẏ = x – y + z, ż = – qy,  (8)

где x, y, z — безразмерные переменные цепи; p, q — по-
стоянные параметры цепи; М1, М0 — геометрические 
параметры нелинейности f(x); f(x) = M1x + 0,5(M1 – M0)×
×(x + 1| – |x – 1|).

При p = 9, q = 143, M1 = –6/7, M0 = 5/7, в системе (8) 
наблюдаются хаотические колебания (рис. 2).

В данном случае имеем три особые точки: ОТ1 
(0,0,0); ОТ2,3 (±11/6, 0, 11/6).

Исследованиями установлены [19, 21], что хаоти-
ческие движения обнаруживаются и при значениях 
q: – 1,034 < q < –0,49, а при q = –3,8 и q = 1,05 наблю-
дается максимальная грубость движений в системе (8) 
(минимум на рис. 2). 

Рис. 1. Зависимость показателя грубости C{M} 
от параметра f системы Белоусова–Жаботинского
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Заключение

Рассмотренные в данной работе основные положе-
ния «метода топологической грубости», разработанно-

го автором на базе понятия грубости по Андронову–
Понтрягину является методом количественного 
иссле дования грубости и бифуркаций динамических 
систем самого широкого класса и различной физиче-
ской природы. Возможности метода для исследований 
грубости и бифуркаций систем показаны на примерах 
синергетических систем Белоусова–Жаботинского и 
Чуа, но в работах автора [7, 8] и др. апробированы 
для исследований синергетических систем Лоренца, 
Рёсслера, «хищник–жертва», динамо Рикитаке, отобра-
жения Хенона, бифуркаций Хопфа, моделях экономиче-
ских систем типа Шумпетера, Калдора и др. При этом 
результаты метода, полученные на вышеперечисленных 
системах, согласуются с известными результатами дру-
гих исследователей этих систем. Отметим, что метод 
может быть использован для исследований как других 
синергетических систем различной природы, так и для 
исследований динамических систем более широкого 
класса, в частности при исследованиях колебательных 
систем, и бифуркаций Хопфа, а также аттракторов дис-
кретных отображений [7, 8, 12–15].

Рис. 2. Зависимость C{M} от параметра q в системе Чуа
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