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Аннотация 
Предмет исследования. Исследована система амортизации с элементами, способными линейно упрочняться – 
упрочняющимися элементами. Система такого типа трансформирует кинетическую энергию движущегося 
поступательно прямолинейно технического объекта в энергию деформации и работу силы трения. Рассмотрен 
пример с линейно упрочняющимся элементом в виде конической оболочки из жесткопластического материала. 
Метод. Теоретическое исследование выполнено на основе теории тонкостенных оболочек и гипотез Кирхгофа–Лява. 
В дополнение использованы закон Кулона, моделирующий трение в контактирующих поверхностях, и условие 
текучести материала Сен-Венана. Основные результаты. Разработана методика определения напряженно-
деформированного состояния в конической оболочке, деформируемой жестким конусом с учетом силы трения. 
Практическая значимость. Результаты исследования позволяют проводить расчеты напряженно-деформированного 
состояния конической оболочки при вдавливании в нее жесткого конуса. Также эти результаты открывают 
возможность дальнейшего исследования систем амортизации с линейно упрочняющимся элементом в виде 
конической оболочки. 
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Abstract 
Subject of Research. The paper deals with research of a damping system with elements having an ability to be linear work-
hardening – work-hardening elements. This system transforms kinetic energy of moving progressively straightforward 
technical object into deformation energy and work of friction force. Example with element in the form of rigid-plastic conical 
shell is analyzed. Method. Research was carried out theoretically and was based on theory of thin shells and hypothesis of 
Kirchhoff-Love. In addition, Coulomb law modeling friction between both contact surfaces and Saint-Venant yield criterion 
are used. Main Results. Technique of strain-stress state examination in conical shell being deformed by rigid cone in view of 
friction force was generated. Practical Relevance. Results of research give the possibility to calculate strain-stress state of 
conical shell at indentation of rigid cone into it. These results open the door for future research of damping systems with 
plastic element in the form of a conical shell.  
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Введение 
 

Для обеспечения работоспособности и прочности технического объекта с большой массой распо-
ложенной в ней аппаратуры, подвергаемого динамической нагрузке, обычно используется система амор-
тизации с элементом, способным деформироваться пластически – пластическим элементом. Особенно-
стью подобных конструкций является преобразование кинетической энергии объекта в энергию дефор-
мации пластического элемента и в работу сил трения и нагрева материала. Вопросы, связанные с проек-
тированием и практическим применением таких систем, исследуются в ряде работ [1–4]. Известны кон-
структивные решения с пластическим элементом в виде трубы, прямолинейного и криволинейного 
стержня, кольцевых цилиндрических втулок, лент, кольцевых шайб1. Пластический элемент должен быть 
спроектирован таким образом, чтобы обеспечить необходимую податливость, с одной стороны, и быть 
достаточно прочным и жестким, с другой стороны. 

В работах [5–7] представлен метод исследования системы амортизации с пластическим элементом 
на основе системы дифференциальных уравнений движения массы после динамического воздействия с 
задаваемыми заранее параметрами жесткости. Авторы настоящей работы ставят перед собой задачу оп-
ределения параметров прочности и жесткости пластического элемента. Дальнейшие исследования связа-
ны с изучением движения исследуемого тела при заданном нелинейном сопротивлении, данная задача 
будет решена методом Пуанкаре–Дюлака [8–12]. 

В работе рассматривается система амортизации с линейно упрочняющимся элементом в виде тру-
бы переменного диаметра – конической оболочки. Система состоит из двух тел: линейно упрочняющего-
ся элемента в виде оболочки и объекта, связанного с конусом. Усеченная, изотропная, тонкостенная ко-
ническая оболочка из жесткопластического материала закреплена по грани с большим радиусом. Абсо-
лютно жесткий круговой конус двигается поступательно прямолинейно, деформируя оболочку. Задачей 
данной работы является определение напряженно-деформированного состояния конической оболочки. 
 

Напряженно-деформированное состояние конической оболочки для упругого материала 
 

Рассмотрим усеченную коническую оболочку 1 высоты H и толщины a с радиусами на торцах R1 и 
R2 с образующей, наклоненной к оси на малый угол α/2 (рис. 1, а). Материал оболочки жесткопластиче-
ский. Верхний торец оболочки ограничен от перемещений вдоль образующей. В оболочку помещен абсо-
лютно жесткий конус 2 с малым углом раствора α и максимальным радиусом R3, перемещенный на рас-
стояние y0, что привело к радиальной деформации. Требуется определить напряженно-деформированное 
состояние оболочки. 

Рассмотрим полосу конической оболочки (рис. 1, б) большого и малого радиусов R, R+dR, ширины 
Rdφ и высоты dl, нагруженную внутренним, равномерным, нормальным давлением Q. Здесь R, R+dR – 
текущие радиусы после деформирования; dφ – малый угол, характеризующий размеры полосы: Q – дав-
ление от конуса. Обозначим S3 – площадь боковых поверхностей полосы, перпендикулярных оси φ, S1 и 
S2 – площади боковых поверхностей, перпендикулярных оси z, S4 – площадь фронтальной поверхности. 
Запишем значения S1, S2, S3, S4 с точностью до малых величин: 

 1S R dR ad   , 2S aRd  , 3S adl ,  4 / 2S R dR dld   . (1) 

На боковых поверхностях с площадями S1 и S2 действуют нормальные напряжения σ z  и σ σz zd , 

на боковых поверхностях с площадью S3 действуют нормальные напряжения σ , на фронтальную по-

верхность с площадью S4 действует давление от конуса Q по нормали и напряжение τ вдоль поверхности, 
характеризующее силу трения. Составим уравнения равновесия полосы в проекциях на оси z и φ с уче-
том касательного напряжения, вызванного силой трения: 

1 2 4 3

4 3

(σ σ ) σ τ 2σ sin( θ / 2) 0;

2σ sin( / 2) 0.
z z zd S S S S d

QS S d




    

  
 (2) 

В частном случае ( τ 0 ) уравнения равновесия (2) представлены в [13, 14]. Примем, что касатель-
ные напряжения τ  пропорциональны нормальному давлению Q : 

τ fQ , (3) 

где f – коэффициент трения. 
 

                                                      
1 ОСТ 92-1312-87. Амортизаторы упруго-пластические для защиты аппаратуры. Конструкция. Введ. 01.07.88. 50 с., 
ОСТ 92-9011-78. Элементы упруго-пластические амортизаторов пластического типа. Методика расчета. Введ. 
01.07.79. 234 с.  



МОДЕЛИРОВАНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ… 
 

Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики, 
2017, том 17, № 2 356 

 
 а б 

 

Рис. 1. Система упругая оболочка – жесткий конус (а); элемент конической оболочки (б) 
 

Таким образом, имеем наклоненный на угол / 2  к вертикали элемент, нагруженный по нормали и 
касательной и перемещающийся по горизонтали. Из принципа виртуальных перемещений видно, что 
коэффициент трения f не может быть выбран произвольно, а зависит от угла наклона элемента: 

tg( / 2)f   . 

Подставим выражения для площадей поверхностей полосы (1) в уравнения равновесия полосы (2), 
учитывая выражение для касательного напряжения (3), после элементарных преобразований получим 
следующие соотношения: 

σ 1 1 θ
σ 2σ sin 0;

2

2σ sin 0.
2

z
z

d dl dl d
R fQR

dR a dR dR d

d
QRd a





       
    

 

 (4) 

Принимая, что θld Rd  , легко получим геометрические соотношения с точностью до малых ве-

личин: 

 
1

sin / 2

dl

dR



,  θ

sin / 2
d

d
 


, 

тогда, полагая приближенно sin( θ / 2) θ / 2d d , sin( / 2) / 2d d   , подставим эти соотношения в (4): 

      σ σ 0, при sin / 2 / sin / 2 ;

σ .

z

d
R A A f

dR
a

Q
R





      


 (5) 

Соотношения (5) являются дифференциальными уравнениями напряженно-деформированного со-
стояния тонкостенной оболочки при внутреннем давлении и силой трения. В частном случае (f = 0) урав-
нения, представленные в [13, 14], совпадают с уравнениями (5). 

В уравнениях (5) не учтено сжимающее напряжение σr , которое много меньше σ  и σ z . 

Вследствие малости угла   выражение для сжимающих напряжений принимаем приближенно из 
решения задачи для цилиндрической оболочки [13, 14], для использования данного решения введем 
условие a R , 

2σrQ  , 

подставляя его в дифференциальное уравнение (5), получаем уравнение, связывающее сжимающее и ра-
диальное напряжения: 

σ σ / 2r a R . (6) 
 

Напряженно-деформированное состояние конической оболочки  
для жесткопластического материала 

 

Получим уравнения напряжений с учетом условия упрочнения материала. Рассмотрим диаграмму 
σ-ε линейно-упрочняющегося материала без учета упругих деформаций (рис. 2), с пределом текучести 
σт  и модулем упрочнения tg(β).D   Запишем функцию напряжений от относительной деформации 

R2 
R3 

y0 

y 

z 

R 

R1

R+dR 
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r 

dl
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/2

/2
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 

dl 
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σ σ εт D  , при tg(β)D  , (7) 

запишем затем выражение для относительной деформации от радиуса R: 
1

0 0ε ( )R R R  , (8) 

где 0R  – радиус полосы до деформации. 
 

 
 

Рис. 2. График упрочнения материала 
 

Подставляя в функцию напряжений (7) выражение для относительной деформации (8), получим 
функцию напряжений от радиуса R: 

σ σ εт D  . (9) 

Известно [15], что при сложном напряженном состоянии материал выходит из зоны упругости при 
условии Сен-Венана 1 3σ σ σ  , где 1σ σ , 3σ σ r  – максимальный и минимальный компоненты на-

пряжения. Тогда условие текучести в данной задаче имеет вид 
σ σ σ.r    (10) 

Подставим функцию напряжений (9), уравнение (8) и (6) в условие (10) и получим выражение для 
радиального напряжения от радиуса R: 

1
0 0(σ ( ) )

σ
2

т D R R R R

R a





 



. (11) 

Подстановкой выражения (11) в дифференциальное уравнение (5) получим дифференциальное 
уравнение, учитывающее условие текучести материала: 

1
0 0(σ ( ) )

( σ ) 2
2

т
z

D R R R Rd
R A

dR R a

 
 


. (12) 

Радиус полосы R полосы изменяется от значения R0 до конечного значения Rk, следовательно, про-
дольные напряжения определяются по формуле, полученной из уравнения (12): 

0

1
0 0(σ ( ) )2

σ ,
2

kR

т
z

k R

D R R R RA
dR

R R a

 


    при  0 02 tg( / 2)kR R y   . 

Заключение 
 

В результате проведенной работы получена математическая модель напряженно-деформированного 
состояния в конической оболочке из жесткопластического материала при вдавливании жесткого конуса с 
учетом силы трения. 

Данное решение позволяет определить в дальнейшем жесткость системы и величину поглощаемой 
энергии для расчета параметров системы амортизации с линейно упрочняющимся элементом. 
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